
Aula 42

Definição: Dado um sistema de EDOs lineares de primeira
ordem homogéneo, de coeficientes constantes

dy

dt
= Ay,

chama-se exponencial matricial de At, e representa-se por
eAt, à (única) solução matricial principal do sistema em t0 = 0,
ou seja, a única solução do problema{

deAt

dt = AeAt

eA0 = I.

Proposição: Dada uma matriz A, n× n, a exponencial

matricial eAt é dada pela série

eAt = I + At + A2t
2

2!
+ A3t

3

3!
+ · · ·

=
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An t
n
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Proposição: O problema de Cauchy para o sistema de EDOs
lineares de primeira ordem homogéneo, de coeficientes
constantes

dy

dt
= Ay, y(t0) = y0,

tem solução dada por

y(t) = eA(t−t0)y0.



Proposição: Dadas matrizes A,B, n× n, tem-se

i) Em t = 0, eAt = e[0] = I.

ii) Se

A =


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... · · · ...
0 0 · · · Ak


é uma matriz por blocos, então eAt também é uma matriz
por blocos e tem-se

eAt =


eA1t 0 · · · 0

0 eA2t · · · 0
... ... · · · ...
0 0 · · · eAkt


iii) Se A e B comutam, ou seja, se AB = BA então

e(A+B)t = eAteBt.

iv) eAt é sempre não singular, com inversa (eAt)−1 = e−At.

v) Se
A = SΛS−1,

então
eAt = SeΛtS−1.



Caso A não diagonalizável

Forma Canónica de Jordan

A = SJS−1

J =


[J1] 0 · · · 0
0 [J2] · · · 0
... ... · · · ...
0 0 · · · [Jk]


Um bloco de Jordan [Ji] por cada vector próprio independente

Ji =


λi 1 0 0 · · · 0
0 λi 1 0 · · · 0
... ... ... ... · · · ...
0 0 · · · 0 λi 1
0 0 · · · 0 0 λi


com vectores de base correspondentes

Av = λiv⇔ (A− λiI)v = 0

Aw1 = v + λiw1 ⇔ (A− λiI)w1 = v

Aw2 = w1 + λiw2 ⇔ (A− λiI)w2 = w1

· · ·



Exponencial da Forma Canónica de Jordan

eJt =


[eJ1t] 0 · · · 0

0 [eJ2t] · · · 0
... ... · · · ...
0 0 · · · [eJkt]


com

eJit =


eλit teλit t2

2!e
λit t3

3!e
λit · · · tm−1

(m−1)!e
λit

0 eλit teλit t2

2!e
λit · · · tm−2

(m−2)!e
λit

... ... ... ... · · · ...
0 0 · · · 0 eλit teλit

0 0 · · · 0 0 eλit




